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Рис. 5. Залежність залежності коефіцієнта використання сили магнітного  
притискання від висоти нерівності рейкової колії для односекційного (крива 1) 
та двосекційного (крива 2) магнітного блоку 
 
стями рейкової колії (hLR = 0 ÷ 4 мм). Двосекційні магнітні блоки доцільніше використовувати у підгото-
вчих виробках з більшими нерівностями. 
 
Висновки. У результаті виконаних теоретичних досліджень встановлено, що двосекційний магнітний 
блок при роботі на ділянках рейкової колії с нерівностями має більші  значення основних кількісних показ-
ників ефективності застосування. Використання односекційного блоку не забезпечує зупинку шахтного по-
тягу на нормованому гальмівному шляху при наявності нерівностей рейкової колії висотою до 10 мм. 
Областю ефективного використання односекційного блоку є капітальні відкаточні виробки з мінімаль-
ними нерівностями рейкової колії (hLR = 0÷4 мм), двосекційні магнітні блоки доцільніше використовува-
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВИБРАЦИОННОГО НАГРУЖЕНИЯ  
КОЛОДОЧНО-КОЛЕСНОГО ТОРМОЗА 
 
Введение. Решение контактных задач с трением, построение моделей трибомеханики в тормозо-
строении не применяется. Торможение рассматривается как задача в механике твердого тела в виде эм-
пирической науки о трении. В теории контактирования твердых тел вибрационное нагружение нормаль-
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ного направления определяется, в основном, реологическими, а в тангенциальном – фрикционными ха-
рактеристиками материалов пар трения. 
Цель работы. Исследование характеристик нагружения тормоза вычислительным экспериментом 
вместо натурных испытаний. 
Материалы исследований. Рассмотрим в качестве динамической модели колодочно-колесного 
тормоза простейшую автоколебательную систему с двумя степенями свободы (рис. 1), состоящую из ко-
лодки массой m, скользящей по колесу радиусом R, вращающегося с постоянной угловой скоростью ω, и 
двух упругодемпфирующих элементов Фойхта. Первый из них, жесткость и коэффициент вязкости кото-
рого обозначим через c1 и b1 соответственно, моделирует конструктивную связь тормозного механизма, 
действующую в направлении под углом β к вертикальной оси, и прижимает колодку к колесу номиналь-
ным усилием Q. Второй упругодемпфирующий элемент, жесткость и коэффициент вязкости которого 
обозначим через c2 и b2 соответственно, моделирует конструктивную связь тормозного механизма, дей-
ствующую в направлении под углом   к плоскости трения. Отметим, что если хотя бы один из углов α 
или β отличен от значений 0° или 90°, то наличие в рассматриваемой модели упругодемпфирующих эле-




Рис. 1. Расчетная схема динамической модели тормоза 
 
Каждая контактирующая поверхность покрыта деформируемым шероховатым слоем, представляю-
щим собой линейно-упругие пружины одинаковой жесткости k, но различной высоты. В локальных си-
стемах координат sssO  , 21,s  , шероховатые поверхности колодки и колеса описываются соответ-








































, 21 N,i  , – коэффициенты, описывающие шероховатую поверхность колеса. 
Нормальная компонента yF  усилия контактного взаимодействия колодки и колеса определяется 
как 
 





 1212 ,                      (2) 
 
где )S(H  – функция Хевисайда. 
Трение между контактирующими поверхностями описывается одночленным законом Амонтона, ко-
торый запишем в следующей форме: 
 
yx FF  ;                 (3) 
yx FF               Ux  ;               (4) 












,              (5) 
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где xF  – сила трения; φ – коэффициент трения; RU   – скорость движения поверхности колеса. 
Таким образом, динамическое поведение рассматриваемой системы описывается следующими 
уравнениями: 
 
0 xxxyxyxxxx QFycybxcxbxm  ;       (6) 





1 cosbsinbbxx  ; 
 22
2
1 coscsinccxx  ; 
 sincosbsincosbbb yxxy 21  ; 
 sincoscsincosccc yxxy 21  ; 
 22
2
1 sinbcosbbyy  ; 
 22
2
1 sinccosccyy  ; 
sinQQx  ; 
cosQQy  . 
 
Учитывая, что для моделирования фрикционных автоколебаний используется метод установления, 
начальные условия примем следующими: 
 
00 )(x ,   00 )(x ; 
00 )(y ,   00 )(y . 
 
Задача состоит в определении закона движения колодки )}t(y),t(x{  с учетом связанности танген-
циальных и нормальных колебаний. 
Для разработки вычислительного алгоритма решения сформулированной выше динамической зада-
чи с трением используем вариационный подход [1 – 3]. Пусть }v,u{  – возможные перемещения колодки, 
}yv,xu{}y,x{   – вариации компонент перемещений колодки, }yv,xu{}y,x{    – вариации 
компонент скорости колодки. Сложим уравнения (3) и (4), умножив их на соответствующие вариации 
компонент скорости. В результате получим 
 
 )xu)(QFycybxcxbxm( xxxyxyxxxx   
.)yv)(QFxcxbycybym( yyyxyxyyyy 0   
      (8) 
 
Соотношение (8) выражает принцип возможных мощностей для рассматриваемой системы. 
Аналогично работе [4] для произвольной возможной скорости u  можно записать, что 
 
)UxUu(F)xu(F yx    .     (9) 
 
С учетом выражения (9) из уравнения (8) следует, что решение }y,x{  системы уравнений (6) – (7) 
удовлетворяет неравенству 
 
 )UxUu)(y,x(F)xu)(Qycybxcxbxm( yxxyxyxxxx    
0 )yv)(Q)y,x(Fxcxbycybym( yyyxyxyyyy  .    (10) 
 
Используя терминологию, введенную в работах Ж.-Л. Лионса и его учеников [5], неравенство (10) 
можно отнести к типу квазивариационных вследствие того, что нормальное усилие yF , определяемое по 
формуле (2), зависит от перемещений колодки )}t(y),t(x{ . 
Трехслойные разностные схемы. Произведем дискретизацию вариационной задачи (10). Разобьём 
временную ось на равные отрезки [ nn t,t 1 ], ( ,...,n 21 ). Длину этих отрезков обозначим через h . Далее 
под }y,x{ nn  будем понимать приближенное значение )}t(y),t(x{  в момент времени nt . При использо-
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1321   ; 





































Тогда схему (11) можно записать следующим образом: 
 
    11321111 22 nnnxxnxxnn x)(xdhcdbh/)d(m   
     11132111 2 nnxnnnxynxy duQ~y)(yehceb   
    11321111 22 nnnyynyynn y)(yehcebh/)e(m   
     11132111 2 nnynynnnyxnyx evQ~Fx)(xdhcdb   
0111   UdFUuF nny
n








Для решения квазивариационного неравенства (12) используем итерационный процесс ( k  – номер 
итерации): 
 
    11321111111 22 nnn )k(xxn )k(xxnn )k( x)(xdhcdbh/)d(m   
     11113211111 2 n )k(nxnnn )k(xyn )k(xy duQ
~
y)(yehceb   
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    11321111111 22 nnn )k(yyn )k(yynn )k( y)(yehcebh/)e(m   



















 113211113211 22   nnn )k(nnn )k(yn )k(,y y)(yeh,x)(xdhFF~  . 
 




11   является решением квазивариационного неравенства (12). Используя результаты работы 
[2], можно показать, что итерационный процесс (13) сходится при любом выборе начального приближе-
ния и ограничении сверху на величину коэффициента трения. 











Неравенство (13) является вариационным. Используя результаты работы [6], можно показать, что на 
каждой итерации решение вариационного неравенства (13) сводится к решению задачи минимизации 


























a yyyy  ;    11221 2 hcbaa yxyx  ; 
  11321 2 nnxxn x)(xch/mg   
  nxnnxy Q
~
y)(yc  1132  ; 
  11322 2 nnyyn y)(ych/mg   








g 0 . 
 
Решение задачи минимизации функции )e,d(J1  можно записать в явном виде: 
если Ua/)agagag(  220122221 , то  
 
a/)agagag(d 220122221  ,    a/)agagag(e 210211112  ,     (15) 
 
если Ua/)agagag(  220122221 , то 
 




Ud  ,    22212 a/)Uag(e  ,                                                           (17) 
 
где 21122211 aaaaa  . 
Двухслойные разностные схемы. При использовании для интегрирования по времени квазивариаци-
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онного неравенства (10) двухслойных схем получим: 
 




















11   





















11   
       1111111 11 nnynynnyxnnyx qwQ~Fx)(xcp)(pb   
01   UpFUsF nny
n
y


























,      (20) 
 
где }y,x{}q,p{ nnnn   – компоненты скорости в момент времени nt ; 
 















   . 
 
Соотношения (18) – (20) представляют собой систему квазивариационного неравенства и двух ал-
гебраических уравнений. Начальные условия для системы (18) – (20) будем выбирать в виде 
 
000  px , 000 qy . 
 









1 1        (22) 
 
и подставим выражения (21) – (22) в (18). В результате получим квазивариационное неравенство 
 



















11   
       1211211  11 nnxnxyxyxynxyxyn psQ~ychc)(b)(qhcbq   




















11   
      nyxyxyxnyxyxn xchc)(b)(phcbp 211211 11   




 hq)(hqy,hp)(hpxFF nnnnnnyny 2112121121 11    . 
 
Для решения этого квазивариационного неравенства используем итерационный процесс ( k  – номер 
итерации): 
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11   
       112112111 11 n )k(nxnxyxyxynxyxyn )k( psQ
~
ychc)(b)(qhcbq   

























11   
      nyxyxyxnyxn )k( xchc)(b)(pchbp 2112111 11   

















 hq)(hqy,hp)(hpxFF nn )k(nnn )k(nyn )k(,y 2112121121 11    . 
 




11   является решением квазивариационного неравенства (20). Используя результаты работы 
[2], можно показать, что итерационный ряд (24) сходится при любом выборе начального приближения и 
ограничении сверху на величину коэффициента трения. 











После определения с помощью итерационного ряда (24) значений }q,p{ nn 11   величины 
}y,x{ nn 11   вычисляем по формулам (21) – (22). 
Неравенство (24) является вариационным. Используя результаты работы [6], можно показать, что на 
каждой итерации решение вариационного неравенства (24) сводится к решению задачи минимизации 





















a yyyy 2122   ;      )hcb(aa yxyx 211221   ; 
   nxxxxxxn xchc)(b)(ph/mg 2111 11   
    nxnxyxyxyn Q
~
ychc)(b)(q 211 11 ; 
   nyyyyyyn ychc)(b)(ph/mg 2111 11   
     nynynyxyxyxn Q
~
Fxchc)(b)(q 211 11 ; 
  n )k(,yFg0 . 
 
Решение задачи минимизации функции )q,p(J2  можно получить по формулам (15) – (17). 
Выводы. Разработана математическая модель фрикционных колебаний шероховатых тел тормоза, 
трение между которыми описывается законом Амонтона с учетом конструктивных связей между нор-
мальными и тангенциальными колебаниями, а также получена вариационная формулировка в виде ква-
зивариационного неравенства динамической задачи для колебательной системы двух шероховатых тел. 
С использованием трехслойных и двухслойных разностных схем разработаны вычислительные алгорит-
мы интегрирования по времени полученного квазивариационного неравенства. В результате вычисли-
тельных экспериментов установлено, что предложенная математическая модель, учитывающая нормаль-
ные колебания колодки, вызванные шероховатостью контактирующих поверхностей и наличием кон-
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структивной связи между нормальными и тангенциальными колебаниями, описывает возникновение 
фрикционных колебаний в упругой системе, в которой не вводится искусственная разница между стати-
ческим и динамическим коэффициентами трения. 
В зависимости от значений параметров динамической системы тормоза возможны три варианта ко-
лебаний тормозной колодки: затухающие, установившиеся релаксационные и установившиеся квазигар-
монические. Зависимость коэффициента трения тормоза, при котором возникают колебания в тормозном 
механизме, от угла наклона подвески колодки – линейная, от отношения жесткостей двух конструктив-
ных связей в нормальном с2 и тангенциальном с1 направлениях – нелинейная. При этом минимальное 
значение коэффициента трения, при котором возникают установившиеся колебания, соответствует слу-
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ДО ПИТАННЯ РОБОТИ РОТОРА ШАХТНОГО ВЕНТИЛЯТОРА ГОЛОВНОГО 
ПРОВІТРЮВАННЯ В УМОВАХ НЕСПІВВІСНОСТІ ПІДШИПНИКОВИХ ОПОР 
 
Вступ. Зростання інтенсивності робіт на вугільних і рудних шахтах, а також збільшення глибини 
видобутку і довжини підземних виробок на гірничо-видобувних підприємствах можливе тільки за умови 
подачі у них значних об'ємів повітря. При цьому пов’язане з цим зростання робочих параметрів вентиля-
торів має досягатися без збільшення габаритів, які вже наприкінці минулого століття досягли своєї межі 
по технологіях виготовлення, монтажу та транспортабельності [1]. 
З урахуванням законів подібності встановлено, що продуктивність вентилятора пропорційна першій 
ступені, а нагнітальний тиск – квадрату частоти обертання, тобто, змінюючи частоту обертання привід-
ного двигуна, можна істотно впливати на аеродинамічну характеристику машини [1]. 
У каталогах і технічній документації [2] виробників вентиляційного обладнання наведені гранично 
допустимі частоти обертання роторів за умовами їх працездатності. Вибираючи вентилятор, часто орієн-
туються саме на цю величину при визначенні параметрів двигуна вентилятора. Відомий ряд випадків [1], 
коли вентиляційний режим знаходиться значно нижче зони економічної роботи, встановленого на шахті 
типорозміру вентилятора. А робота машини в режимі закритої заслінки характеризується пульсуючими 
навантаженнями, підвищеною вібрацією, що незмінно призводить до відмов підшипникових вузлів рото-
ра. 
Мета роботи. 1. Проаналізувати вплив неспіввісного розташування підшипникових опор шахтного 
вентилятора головного провітрювання (на прикладі ВЦД-4,7) на статичний і динамічний прогини вала. 2. 
Проаналізувати зміну навантажень на підшипникові вузли з урахуванням отриманих залежностей. 
Матеріали та результати досліджень. До появи технологічного дисбалансу роторів шахтних ве-
нтиляторів головного провітрювання приводить їх конструктивна особливість, пов'язана з тим, що під-
шипникові опори не мають спільної рами і встановлюються на окремих плитах безпосередньо на бетон 
фундаменту з подальшим підливанням плит. При цьому горизонтальність вала і співвісність опор досяга-
ється тільки за рахунок виставлення плит і корпусів при монтажі [3 – 4]. 
